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Abstract 
 

Al fine di valorizzare opzioni su valuta si ricorre tendenzialmente al framework di pricing di Garman – Kohlhagen, che 

costituisce un’estensione di quello tradizionale di Black-Scholes-Merton. Tali modelli di valutazione hanno in comune la 

definizione di un’equazione alle derivate parziali rappresentativa, sotto alcune ipotesi, della possibile evoluzione futura del 

valore del derivato, nota come PDE fondamentale. La specifica del tipo di opzione avviene mediante la definizione delle 

condizioni iniziali (IC – Initial Conditions) e delle condizioni al contorno di Dirichlet del problema (BC – Boundary 

Conditions), che dipendono strettamente dal pay-off dell’opzione. Qualora questo sia semplice la PDE ammette una soluzione 

in forma chiusa, altrimenti è necessario ricorrere ad una metodologia numerica di pricing. La discretizzazione avviene 

tipicamente impiegando i metodi delle differenze finite (FDM – Finite Difference Method) o degli elementi finiti (FEM – 

Finite Elements Method). Negli ultimi anni l’ingegneria finanziaria si sta concentrando su una metodologia innovativa per la 

valorizzazione di opzioni, che pone i suoi fondamenti teorici sulle funzioni a base radiale (RBF – Radial Basis Functions). Il 

fine del presente studio è quello di presentare i principi di funzionamento di tale tecnica e di fornire, dopo aver condotto 

un’accurata validazione del codice, un esempio di applicazione nella valutazione di un’opzione esotica digitale scritta su 

valuta. 

Garman – Kohlhagen framework, which is an extension of the most popular Black-Scholes-Merton model, is often used by 

financial institutions in order to price options with a currency as underlying. These pricing techniques have in common the 

definition of a partial differential equation used for the definition of the future value of the derivative, called Fundamental 

PDE. The financial instruments characterization depends on the derivative pay-off and it is realized through the specification 

of the initial conditions (IC) and the Dirichlet’s boundary conditions (BC). For standard contracts, called plain-vanilla 

derivatives, and for a few class of non-standard instruments, called exotic derivatives, this problem can be solved analytically 

reaching a theoretical fair value through a closed formula (CF) valuation, otherwise a numerical method must be used. 

Classical numerical integration schemes, which have been implemented for this purpose, are Finite Difference Method (FDM) 

and Finite Elements Method (FEM). In the last ten years, financial engineering has focused on an innovative methodology for 

option pricing which has its foundations on Radial Basis Functions (RBF). This paper aims to examine how this technique 

works in the financial field and how this method can be applied to the fair-value determination of vanilla and exotic Forex 

options. 
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1  Introduzione 
 

Al fine di valorizzare opzioni con sottostante un tasso di cambio, le istituzioni finanziarie si basano spesso sugli studi proposti 

nel 1983 da Garman-Kohlhagen [10], che rappresentano un’estensione di quelli proposti da Black-Scholes [2]. Partendo da 

assunzioni prettamente di carattere economico e dall’ipotesi fondamentale che tale asset segua una dinamica stocastica (SDE) 

assimilabile ad un moto geometrico browniano [20], gli autori definiscono un’equazione alle derivate parziali rappresentativa 

della possibile evoluzione futura del valore del derivato, la cosidetta PDE fondamentale di Garman-Kohlhagen. La 

caratterizzazione dello strumento finanziario del quale si vuole effettuare il pricing, avviene mediante la definizione delle 

condizioni iniziali (IC – Initial Conditions) e delle condizioni al contorno di Dirichlet del problema (BC – Boundary 

Conditions), che dipendono strettamente dal pay-off dell’opzione [7]. Per le tipologie di derivati standard (plain-vanilla) e per 

qualche contratto esotico, la risoluzione del problema può essere condotta per via analitica, giungendo ad un fair-value teorico 

esprimibile in forma chiusa (CF – Closed Formula), altrimenti è necessario ricorrere ad una metodologia numerica di calcolo 

[18]. Gli schemi classici di integrazione delle PDE presenti in letteratura e largamente impiegati per la risoluzione di problemi 

in campo ingegneristico sono il metodo delle differenze finite (FDM – Finite Difference Method) e il metodo agli elementi 

finiti (FEM – Finite Elements Method). Oltre a queste tecniche si ricorda che esistono altri approcci che possono essere 

impiegati nel campo della finanza quantitativa per stimare il valore teorico di un’opzione mediante tecniche matematiche 

discrete: ad esempio il metodo Monte Carlo (MC)  [27] [1], che pone i suoi fondamenti teorici nell’integrazione numerica 

della SDE [21] [15] e le catene markoviane, anche note con il termine di alberi stocastici [12] [14]. 

Questi metodi, intrinsecamente caratterizzati da prestazioni differenti in funzione del problema di valorizzazione da affrontare, 

conducono, a convergenza, al medesimo prezzo: tale proprietà di intercambiabilità è garantita da teoremi rigorosamente 

dimostrati nell’ambito del settore matematico-statistico di competenza, riconducendosi sempre alla PDE fondamentale. Negli 

ultimi venti anni l’ingegneria finanziaria si è concentrata su una metodologia innovativa per la valorizzazione di opzioni, che 

pone i suoi fondamenti teorici sulle funzioni a base radiale (RBF – Radial Basis Functions) [28] [3] [13]. 

                                                           
1
 Articolo sottoposto a doppio referaggio anonimo, pervenuto il 10/9/2018 e accettato il 24/10/2018. 
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Questa tecnica è stata concepita inizialmente nel 1970, indipendentemente, da Hardy e Duchon come metodo di interpolazione 

multidimensionale [17] ed è stata in seguito considerata l’antesignana delle moderne reti neurali (NN – Neural Network) [4] 

[5] [11]. Le logiche di funzionamento sono state riadattate, a partire dal 1990, da Kansa alla risoluzione delle PDE elittiche, 

paraboliche ed iperboliche in applicazione ai sistemi fisici e dell’ingegneria tradizionale, affiancandole ai metodi classici di 

collocazione [22] [23]. Ad oggi le RBF si stanno diffondendo sempre maggiormente nel campo della finanza quantitativa per 

diverse ragioni così enumerabili [19] [29]: 1) sono metodi concepiti per essere applicati su spazi multi-dimensionali (ovvero 

opzioni coinvolgenti più sottostanti) [13]; 2) avendo aspetti di fitting comuni con le NN sono caratterizzate da un’elevata 

accuratezza [8]; 3) non occorre la costruzione di mesh (mesh-free method), la cui implementazione algoritmica non è agevole 

in presenza di molte variabili [26]; 4) forniscono approssimazioni regolari della funzione soluzione del problema e delle sue 

derivate (aspetto interessante per le greche, ovvero la stima di sensitività delle opzioni al variare dei parametri finanziari) [24]; 

5) la letteratura specifica sull’impiego delle RBF nelle varie applicazioni scientifiche [32] [6] dimostrano che le RBF possono 

essere impiegate con buoni risultati su tutte e tre le forme canoniche di PDE presenti in letteratura [23] [25] [34], tra cui anche 

quella parabolica (heat-equation), alla quale la PDE fondamentale può essere ricondotta mediante una trasformazione di 

variabili.  

Illustrate sinteticamente le potenzialità di tale metodologia, viene proposto nel paragrafo che segue gli step procedurali atti ad 

una corretta implementazione della tecnica in applicazione al framework di pricing di Garman – Kohlhagen [10].   

 

2  Step metodologici per il pricing di opzioni impiegando funzioni a base radiale 
 

Al fine di derivare la superficie di pricing 𝑉(𝑆, 𝑡), ovvero la funzione che descrive l’andamento del valore del derivato al 

variare del tempo 𝑡 e del livello del sottostante 𝑆, è necessario implementare la procedura matematica mediante un software di 

elaborazione numerica. Gli autori hanno sviluppato un modello ad hoc, sia per la versatilità ad interpretare un codice 

vettorializzato, sia per la predisposizione ad essere compilato in librerie integrabili con i sistemi automatici di pricing in 

ambiente Matlab. 

 

2.1 Step procedurali per l’implementazione della tecnica RBF in un ambiente di programmazione 

 

a) Definizione del problema PDE e trasformazione delle variabili 

 

La formulazione matematica del problema alle derivate parziali è la seguente: 

 

Dinamica: 
𝜕𝑉(𝑆,𝑡)

𝜕𝑡
+ (𝑟 − 𝑟𝐹)𝑆

𝜕𝑉(𝑆,𝑡)

𝜕𝑆
+

1

2
𝑆2𝜎2 𝜕2𝑉(𝑆,𝑡)

𝜕𝑆2 − 𝑟𝑉(𝑆, 𝑡) = 0    (1) 

 

Condizione Iniziale: 𝑉(𝑆, 𝑇) = 𝑉𝑔(𝑆) = 𝑔(𝑆)    (2) 

 

Condizioni al contorno di Dirichlet: 𝑉𝑎(𝑎, 𝑡) = 𝜆(𝑡), 𝑉𝑏(𝑏, 𝑡) = 𝛽(𝑡) nel dominio chiuso e limitato Ω = [𝑎, 𝑏] × [0, 𝑇]    (3) 

 

Dove: 𝑟 è il tasso risk-free, 𝑟𝐹 è il tasso risk-free estero e 𝜎  è la volatilità annualizzata del sottostante, 𝑉𝑔(𝑆) pay-off dello 

strumento finanziario. 

 

La (1) è la nota PDE fondamentale ad un fattore, applicabile ad opzioni scritte su un asset finanziario remunerativo. Nel caso 

trattato il pay-off 𝑔(𝑆) = max (𝐾 − 𝑆, 0), con 𝐾 Strike-Price della opzione Put. 

 

Il cambio di variabile proposto è quello di porre 𝑆 = exp(𝑦) → 𝑉(exp(𝑦) , 𝑡) = 𝑈(𝑦, 𝑡). 

 

L’equazione log-trasformata che governa il problema di pricing diventa: 

 

Dinamica:
𝜕𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑡
+ (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
)

𝜕𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
+

1

2
𝜎2 𝜕2𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 − 𝑟𝑈(𝑦, 𝑡) = 0    (4) 

 

Condizione Iniziale: 𝑈(𝑦, 𝑇) = 𝑔(𝑦) = max [𝐾 − exp(𝑦) , 0]    (5) 

 

Condizioni al contorno di Dirichlet: 𝑈(ln(𝑎) , 𝑡) = 𝜆(𝑡) = 0 𝑒 𝑈(ln(𝑏) , 𝑡) = 𝛽(𝑡) = (exp(𝑦) − 𝐾)exp [−𝑟(𝑇 − 𝑡)]    (6) 

 

b) Scelta della funzione a base radiale e calcolo delle derivate 

 

L’idea di base è quella di rappresentare 𝑈(𝑦, 𝑡) come combinazione lineare di funzioni a base radiale: 

 

𝑈(𝑦, 𝑡) = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝜙𝑗
𝑘(𝑦)𝑁

𝑗=1     (7) 

 

Dove: 𝑁 è il numero di nodi della rete (anche detti punti di collocazione), 𝑗 il singolo nodo di collocazione, 𝜙 funzione a base 

radiale e 𝑘 il relativo fattore forma. 
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Esistono diverse 𝜙 impiegabili per la risoluzione di PDE, quelle normalmente utilizzate e suggerite dalla letteratura sono [16] 

[22]: 

 

La funzione Quadratica Inversa, 𝜙𝐼𝑄  

 

𝜙𝐼𝑄(𝑦, 𝑦𝑗) =
1

𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2     (8) 

𝜙𝐼𝑄
′ (𝑦, 𝑦𝑗) =

𝑑𝜙𝐼𝑄

𝑑𝑦
= −

2(𝑦−𝑦𝑗)

[(𝑦−𝑦𝑗)2+𝑘2]
2     (9) 

 

𝜙𝐼𝑄
′′ (𝑦, 𝑦𝑗) =

𝑑2𝜙𝐼𝑄

𝑑𝑦2 =
8(𝑦−𝑦𝑗)2

(𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2)3 −
2

(𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2)2     (10) 

 

La funzione Multiquadratica di Hardy, 𝜙𝑀𝑄 

 

𝜙𝑀𝑄(𝑦, 𝑦𝑗) = √𝑘2 + (𝑦 − 𝑦𝑗)2     (11) 

 

𝜙𝑀𝑄
′ (𝑦, 𝑦𝑗) =

𝑑𝜙𝑀𝑄

𝑑𝑦
=

(𝑦−𝑦𝑗)

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
     (12) 

𝜙𝑀𝑄
′′ (𝑦, 𝑦𝑗) =

𝑑2𝜙𝑀𝑄

𝑑𝑦2 =
1

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
−

(𝑦−𝑦𝑗)2

(√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2)
3     (13) 

 

La funzione Multiquadratica Inversa, 𝜙𝐼𝑀𝑄 

 

𝜙𝐼𝑀𝑄(𝑦, 𝑦𝑗) =
1

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
     (14) 

𝜙𝐼𝑀𝑄
′ (𝑦, 𝑦𝑗) =

𝑑𝜙𝐼𝑀𝑄

𝑑𝑦
= −

(𝑦−𝑦𝑗)

√[𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2]
3
     (15) 

𝜙𝐼𝑀𝑄
′′ (𝑦, 𝑦𝑗) =

𝑑2𝜙𝐼𝑀𝑄

𝑑𝑦2 =
3(𝑦−𝑦𝑗)

2

√(𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2)
5

−
1

√[𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2]
3
    (16) 

 

c) Approssimazione della PDE fondamentale mediante la funzione a base radiale scelta e rispettive derivate 

 

Impiegando queste definizioni, si può ricavare un’espressione approssimata della PDE (4) in funzione della RBF scelta per 

l’interpolazione nel dominio dello spazio. 

 

Al fine di rendere la trattazione più idonea all’applicazione la si particolarizzerà scegliendo come RBF di riferimento la 

Multiquadratica di Hardy, 𝜙𝑀𝑄. [16] [17] 

 

Sostituendo la (8) nella (7) si ricava:  

 

𝑈(𝑦, 𝑡) = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝜙𝑗
𝑘(𝑦)𝑁

𝑗=1 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝜙𝑀𝑄(𝑦, 𝑦𝑗)𝑁
𝑗=1 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1 √𝑘2 + (𝑦 − 𝑦𝑗)2     (17) 

 

Analoga sostituzione di (8), (9) e (10) per le derivate parziali di 𝑈(𝑦, 𝑡):  

 
𝜕𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑡
= ∑

𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡

𝑁
𝑗=1 𝜙𝑗

𝑘(𝑦) = ∑
𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡
𝜙𝑀𝑄(𝑦, 𝑦𝑗)𝑁

𝑗=1 = ∑
𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡

𝑁
𝑗=1 √𝑘2 + (𝑦 − 𝑦𝑗)2    (18) 

 

𝜕𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
= ∑ 𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝜙𝑗
𝑘(𝑦)

𝜕𝑦

𝑁
𝑗=1 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝜙𝑀𝑄

′ (𝑦, 𝑦𝑗)𝑁
𝑗=1 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1

𝑦−𝑦𝑗

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
    (19) 

𝜕𝑈2(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)
𝜕2𝜙𝑗

𝑘(𝑦)

𝜕𝑦2
𝑁
𝑗=1 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝜙𝑀𝑄

′′ (𝑦, 𝑦𝑗)𝑁
𝑗=1 = ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1 [
1

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
−

(𝑦−𝑦𝑗)2

(√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2)
3]     (20) 

 

Sostituendo le espressioni (17) – (20) nella (4) si riesce a ricavare la PDE fondamentale espressa in termini di funzioni a base 

radiale: 

 
𝜕𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑡
+ (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
)

𝜕𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
+

1

2
𝜎2 𝜕2𝑈(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦2 − 𝑟𝑈(𝑦, 𝑡) =  
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= ∑
𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡

𝑁
𝑗=1 𝜙(𝑦, 𝑦𝑗) + (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
) ∑ 𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝜙(𝑦,𝑦𝑗)

𝜕𝑦
+𝑁

𝑗=1
1

2
𝜎2 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1

𝜕2𝜙(𝑦,𝑦𝑗)

𝜕𝑦2 − 𝑟 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁
𝑗=1 𝜙(𝑦, 𝑦𝑗) =  

 

= ∑
𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡
√𝑘2 + (𝑦 − 𝑦𝑗)2 + (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
) ∑ 𝛼𝑗(𝑡)

(𝑦−𝑦𝑗)

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
+𝑁

𝑗=1
𝑁
𝑗=1      (21) 

+
1

2
𝜎2 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1 [
1

√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2
−

(𝑦−𝑦𝑗)2

(√𝑘2+(𝑦−𝑦𝑗)2)
3] − 𝑟 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1 √𝑘2 + (𝑦 − 𝑦𝑗)2 = 0  

 

 

d) Discretizzazione del dominio spaziale: la Collocazione 

 

La (21), non ammettendo generalmente una risoluzione analitica, è necessario effettuarne una discretizzazione del dominio 

spaziale, impiegando gli N  punti di collocazione definiti [31].Tale procedimento porta alla definizione di un sistema lineare 

di N equazioni: 

 

∑
𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡

𝑁
𝑗=1 𝜙(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) + (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
) ∑ 𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝜙(𝑦,𝑦𝑗)

𝜕𝑦
|

𝑦𝑖

+𝑁
𝑗=1

𝜎2

2
∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1

𝜕2𝜙(𝑦,𝑦𝑗)

𝜕𝑦2 |
𝑦𝑖

− 𝑟 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁
𝑗=1 𝜙(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗) = 0 (22) 

 

Con  𝑖 = 1, … , 𝑁 

 

Scegliendo come 𝜙(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗)  la funzione Multiquadratica di Hardy, si ottiene il sistema: 

 

∑
𝜕𝛼𝑗(𝑡)

𝜕𝑡
√𝑘2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)2 + (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
) ∑ 𝛼𝑗(𝑡)

(𝑦𝑖−𝑦𝑗)

√𝑘2+(𝑦𝑖−𝑦𝑗)2
+𝑁

𝑗=1
𝑁
𝑗=1     (23) 

+
1

2
𝜎2 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1 [
1

√𝑘2+(𝑦𝑖−𝑦𝑗)2
−

(𝑦𝑖−𝑦𝑗)2

(√𝑘2+(𝑦𝑖−𝑦𝑗)2)
3] − 𝑟 ∑ 𝛼𝑗(𝑡)𝑁

𝑗=1 √𝑘2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)2 = 0  

 

 

Si noti che, definendo il raggio 𝜌𝑖,𝑗 = ‖𝑦𝑖 − 𝑦𝑗‖
2
, le equazioni possono essere direttamente riscritte in termini di distanze 

radiali [13]. 

 

Essendo il sistema (23) lineare, esso può essere espresso in notazione matriciale al fine di essere elaborato da Matlab. 

 

Si definisco pertanto le matrici Φ, Φy, Φyy ∈ MNxN e il vettore �̃� ∈ M1xN: 

 

Φ ≔ 𝜙(𝑦𝑖 , 𝑦𝑗), Φy ≔
𝜕𝜙(𝑦,𝑦𝑗)

𝜕𝑦
|

𝑦=𝑦𝑖

, Φyy ≔
𝜕2𝜙(𝑦,𝑦𝑗)

𝜕𝑦2 |
𝑦=𝑦𝑖

 e  �̃� ≔ 𝛼𝑗  

 

Che consentono di riscrivere il problema in notazione vettoriale: 

 

Φ�̃�′ +
1

2
𝜎2Φyy�̃� + (𝑟 − 𝑟𝐹 −

𝜎2

2
) Φy�̃� − 𝑟Φ�̃� = 0     (24) 

 

Essendo stata dimostrata da Powell l’invertibilità di Φ, si perviene, dopo una serie di passaggi algebrici, ad un’espressione 

esplicita di �̃�′ [30] : 

 

�̃�′ = [𝑟𝐼 − (𝑟 − 𝑟𝐹 −
𝜎2

2
) Φ−1Φy −

1

2
𝜎2Φ−1Φyy] �̃� → �̃�′ = 𝐵�̃�     (25) 

 

Denominando la matrice 𝐵 ∈ MNxN la quantità calcolata tra parentesi si deriva un sistema di equazioni differenziali ordinarie 

(ODE), risolvibile con un’integrazione numerica nel tempo. La conoscenza di �̃� consente di ricavare il valore dell’opzione 

𝑈 = Φ�̃�. 

 

e) Discretizzazione del dominio temporale 

 

Il sistema di ODE (25) è classicamente risolto impiegando un tradizionale metodo di integrazione temporale esplicito (Eulero 

di I ordine, Eulero di II ordine o Runge-Kutta) o implicito (𝜃-method). Per ogni intervallo temporale 𝑚 dovrà pertanto essere 

iterativamente risolto uno tra questi sistemi, in funzione dell’algoritmo scelto: 
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Eulero esplicito del Primo Ordine 

�̃�(𝑚) = �̃�(𝑚 − 1) − Δ𝑡𝐵�̃�(𝑚 − 1) = (𝐼𝑁 − Δ𝑡𝐵)�̃�(𝑚 − 1)     (26) 

 

Eulero esplicito del Secondo Ordine 

�̃�(𝑚) = �̃�(𝑚 − 1) +
𝑅1+𝑅2

2
     (27) 

Con: 𝑅1 = −Δ𝑡𝐵�̃�(𝑚 − 1) e 𝑅2 = −Δ𝑡𝐵 [�̃�(𝑚 − 1) +
𝑅1

2
] 

 

Eulero esplicito del Quarto Ordine (Runge-Kutta) 

�̃�(𝑚) = �̃�(𝑚 − 1) +
𝑅1+2𝑅2+2𝑅3+𝑅4

6
     (28) 

Con: 𝑅1 = −Δ𝑡𝐵�̃�(𝑚 − 1), 𝑅2 = −Δ𝑡𝐵 [�̃�(𝑚 − 1) +
𝑅1

2
] , 𝑅3 = −Δ𝑡𝐵 [�̃�(𝑚 − 1) +

𝑅2

2
] , 𝑅4 = −Δ𝑡𝐵[�̃�(𝑚 − 1)] + 𝑅3  

 

𝜃 –method 

�̃�(𝑚) = �̃�(𝑚 − 1) − Δ𝑡𝐵[𝜃�̃�(𝑚 − 1) + (1 − 𝜃)�̃�(𝑚)] = 𝐵1
−1𝐵2�̃�(𝑚 − 1)    (29) 

Con: 𝐵2 = 𝐼𝑁 − 𝜃Δ𝑡𝐵 e 𝐵1 = 𝐵2 + Δ𝑡𝐵 

 

Si noti che in funzione del parametro assunto da 𝜃 si ha: 

 

per 𝜃 = 0  Eulero Implicito di Primo Ordine 

per 𝜃 = 0.5  Crank-Nicolson 

per 𝜃 = 1   Eulero Esplicito di Primo Ordine (caso degenere) 

 

f) Applicazione delle condizioni al contorno, BC e della condizione iniziale, IC 

 

Le condizioni al contorno di Dirichlet devono essere ridefinite ad ogni step temporale 𝑚 di integrazione, essendo tempo-

varianti. Nel caso esaminato, ad ogni loop del ciclo, devono essere calcolate le quantità: 𝑈(ln(𝑎) , 𝑡) = 𝜆(𝑡) e 𝑈(ln(𝑏) , 𝑡) =
𝛽(𝑡); nel caso di una put plain-vanilla esse sono pari a: 𝜆(𝑡) = 0   e 𝛽(𝑡) = (exp(𝑦) − 𝐾)exp[−𝑟(𝑇 − 𝑡)]. 
La procedura iterativa per l’integrazione nel tempo, essendo di tipo backward time, necessita di un seme iniziale, �̃�(0): il 

primo valore della successione numerica è pari alla condizione iniziale del problema, ovvero il pay-off del derivato nelle 

variabili log-trasformate. Nel caso esemplificato: 𝑈(𝑦, 𝑇) = 𝑔(𝑦) = max[𝐾 − exp(𝑦) , 0]. 
 

g) Calcolo del valore dell’opzione e ritrasformazione delle variabili 

 

Calcolato �̃�, derivato dall’integrazione temporale condotta per ogni step temporale del problema, si ricava il valore 

dell’opzione 𝑉 mediante la ritrasformazione delle variabili del problema del prodotto 𝑈 = Φ�̃�. La matrice così ottenuta 

rappresenta la superficie di pricing 𝑉(𝑆, 𝑡) del problema affrontato. 

 

3  Validazione del codice 
 

Gli step metodologici presentati nel paragrafo precedente sono stati programmati in Matlab. Ci si propone in questa sede di 

verificare la correttezza del codice scritto validando il modello su un’opzione su valuta di tipo europeo standard. In accordo 

con il modello di Garman e Kohlhagen questo derivato può essere valorizzato con il seguente set di formule chiuse: 

 

𝑐 = 𝑆 ⋅ exp(−𝑟𝑓𝑇) ⋅ 𝑁(𝑑1) − 𝐾 ⋅ exp(−𝑟𝑇) ⋅ 𝑁(𝑑2)  (30) 
 

𝑝 = 𝐾 ⋅ exp(−𝑟𝑇) ⋅ 𝑁(−𝑑2) − 𝑆 ⋅ exp(−𝑟𝑓𝑇) ⋅ 𝑁(−𝑑1)  (31) 

 

Dove: 

 

𝑑1 =
ln (

𝑆
𝐾

) + (𝑟 − 𝑟𝑓 + 𝜎2/2) ⋅ 𝑇

𝜎√𝑇
 

𝑑2 =
ln (

𝑆
𝐾

) + (𝑟 − 𝑟𝑓 − 𝜎2/2) ⋅ 𝑇

𝜎√𝑇
= 𝑑1 − 𝜎√𝑇 

 

Il modello numerico di pricing codificato deve restituire valori molto prossimi a quello equivalente in forma chiusa sopra 

riportato. 

Il pricing della currency option effettuato è quello proposto da Haug [18] mettendo a parametro il tempo a scadenza, 𝑇, e il 

livello spot del sottostante, 𝑆. 

Si riportano di seguito i dati d’ingresso effettuati per la valutazione del premio dell’opzione call USD put EUR considerata: 
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𝑆 = [1; 2] con step pari a 0.05 – tasso di cambio USD/EUR 

𝑇 = [0.1; 1.5] con step pari a 0.05 – tempo a scadenza del derivato espresso in anni 

𝐾 = 1.6 – strike price dell’opzione 

𝑟 = 0.06 – tasso privo di rischio in Europa (per annum) 

𝑟𝑓 = 0.08 – tasso privo di rischio in America (per annum) 

𝜎 = 0.12 – volatilità (per annum) 

 

Si è svolta la discretizzazione temporale e spaziale impiegando 200 step e si è scelto un parametro di forma 𝜅 associato alla 

funzione a base radiale 𝜙 adottata pari a quattro volte l’incremento spaziale adottato, come suggerito dalla letteratura [9] [33]. 

Con queste specifiche si sono calcolate le pricing surface ottenute dalla formula di valorizzazione esatta (Eq.30) e dal metodo 

numerico. 

L’errore del modello è quantificabile calcolando punto per punto sulla griglia di discretizzazione impiegata la discrepanza 

esistente tra i due approcci di valutazione. 

Al fine di effettuare una validazione robusta ed affidabile del modello scritto si sono ottenute diverse superfici di errore in 

funzione del metodo di discretizzazione temporale impiegato (Cranck-Nicolson - Eulero di I, II, IV ordine) e della funzione a 

base radiale impiegata (la funzione quadratica inversa, IQ – la funzione multiquadratica di Hardy, MQ – la funzione 

multiquadratica inversa – IMQ). 

I risultati conseguiti sono sinteticamente riportati:   

 

La Fig. 1 illustra la superficie di errore ottenuta impiegando la funzione quadratica inversa, 𝜙𝐼𝑄 ed adottando i metodi di 

discretizzazione del dominio temporale rispettivamente di Cranck-Nicolson (colore: nero), Eulero del primo ordine (colore: 

rosso), Eulero del secondo ordine (colore: verde), Eulero del quarto ordine (colore: blu). 

 

La Fig. 2 illustra la superficie di errore ottenuta impiegando la funzione multiquadratica di Hardy, 𝜙𝑀𝑄 ed adottando i metodi 

di discretizzazione del dominio temporale rispettivamente di Cranck-Nicolson (colore: nero), Eulero del primo ordine (colore: 

rosso), Eulero del secondo ordine (colore: verde), Eulero del quarto ordine (colore: blu). 

 

La Fig. 3 illustra la superficie di errore ottenuta impiegando la funzione multiquadratica inversa 𝜙𝐼𝑀𝑄 ed adottando i metodi di 

discretizzazione del dominio temporale rispettivamente di Cranck-Nicolson (colore: nero), Eulero del primo ordine (colore: 

rosso), Eulero del secondo ordine (colore: verde), Eulero del quarto ordine (colore: blu). 

 

In tutti i casi l’errore massimo commesso è pari a 5.45 ⋅ 10−4. 

 

 
 

Figura 1. Superfici di errore ottenute impiegando la  funzione a base radiale 𝜙𝐼𝑄 
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Figura 2. Superfici di errore ottenute impiegando la  funzione a base radiale 𝜙𝑀𝑄 

 
 

 

 

 
 

Figura 3. Superfici di errore ottenute impiegando la  funzione a base radiale 𝜙𝐼𝑀𝑄 
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4 Applicazione al pricing di un’opzione esotica 

 

Il modello matematico di valorizzazione proposto si è applicato al pricing di un’opzione esotica digitale di tipo “gap” il cui 

pay-off è esprimibile [20]: 

 

𝐶𝑎𝑙𝑙 = {
  0             𝑠𝑒 𝑆𝑇 ≤ 𝐾1

  𝑆𝑇 − 𝐾2 𝑠𝑒 𝑆𝑇 > 𝐾1

 

          

          (32)  

𝑃𝑢𝑡 = {
  0             𝑠𝑒 𝑆𝑇 ≥ 𝐾1

  𝐾2 − 𝑆𝑇 𝑠𝑒 𝑆𝑇 < 𝐾1

 

 

 

Il pricing dell’opzione call USD put EUR gap digital è stato realizzato impiegando i valori di mercato del 14 agosto 2018 

(Fonte Bloomberg ®), di seguito riportati: 

 

𝑆 = 0.8815 –  tasso di cambio USD/EUR 

𝑇 = 0.5 – tempo a scadenza del derivato espresso in frazione d’anno 

𝐾1 = [0.5; 1.5] con step pari a 0.05 – primo strike price della digital gap option 

𝐾2 = [0.5; 1.5] con step pari a 0.05 – secondo strike price della digital gap option 

𝑟 = −0.266% – tasso privo di rischio in Europa (per annum) 

𝑟𝑓 = 2.51% – tasso privo di rischio in America (per annum) 

𝜎𝑈𝑆𝐷/𝐸𝑈𝑅 = 8.112% – volatilità (per annum)  

 

Nella figura 4 sono riportate le superfici di pricing ottenute in corrispondenza di tali dati di ingresso ed impiegando come 

funzioni a base radiale la quadratica inversa (𝜙𝐼𝑄, colore: rosso), la multiquadratica di Hardy (𝜙𝑀𝑄, colore: verde) e la 

multiquadratica inversa (𝜙𝐼𝑀𝑄, colore: blu). Lo schema di discretizzazione temporale impiegato è quello di Cranck-Nicolson. 

 

 
 

Figura 4. Superfici di pricing ottenute impiegando le  funzioni a base radiale 𝜙𝐼𝑄,  𝜙𝑀𝑄 e  𝜙𝐼𝑀𝑄 

 

 

Le superfici riportate consentono di affermare che la metodologia di pricing si è rivelata robusta indipendentemente dalla 

scelta della funzione a base radiale impiegata. 
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5 Conclusioni 

 
La valorizzazione di strumenti finanziari mediante funzioni a base radiale (RBF) consente un pricing significativamente più 

preciso rispetto agli schemi classici di integrazione (FDM e FEM) per la risoluzione della PDE fondamentale. 

Inoltre, grazie alla particolare collocazione impiegata per la discretizzazione spaziale, che fonda le sue logiche sulla 

costruzione delle reti neurali (NN), vengono ereditate dalla tecnica interessanti proprietà, quali la facile estensione in contesti 

multidimensionali, una implementazione algoritmica agevole, approssimazioni precise e regolari, idonee oltre che al calcolo 

del fair-value di un derivato, anche alla stima delle greche.  

Il presente paper ha proposto l’impiego della metodologia numerica di risoluzione delle equazioni alle derivate parziali 

mediante funzioni a base radiale, in applicazione a problemi di pricing di opzioni scritte su valuta. 

Lo studio ha evidenziato i vantaggi nell’applicare tale tecnica, che si sta affermando con successo nell’ambito dell’ingegneria 

finanziaria. 

L’articolo descrive gli step procedurali per l’implementazione del metodo in un ambiente di elaborazione numerica, propone 

una tecnica di validazione del codice scritto su un’opzione vanilla e presenta un’applicazione di mercato su un’opzione esotica 

digitale ponendo in evidenza i margini di miglioramento rispetto all’approccio tradizionale.  

Si reputa interessante, per il proseguo della presente tematica di studio, estendere la metodologia proposta dagli autori ai 

modelli di valutazione di strumenti finanziari con sottostante i tassi d’interesse. 

 

Simone Fioribello e Pier Giuseppe Giribone 
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