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Abstract

The study describes a framework based on stochastic trees and Monte Carlo methods able to compute price and greeks of a
European-American Knock-Out deal (EAKO). EAKOs are contracts traded over-the-counter (OTC) and measuring their fair-
values require advanced mathematical techniques. In the first part of the paper the pay-off of the structured product is explained,
in the second part the mathematical models are described and in the last part the techniques are implemented and validated in
Matlab environment.

Il paper presenta un framework di pricing e di stima delle greche basato su tecniche binomiali e Monte Carlo finalizzato alla
gestione di contratti EAKO (European-American Knock-Out). Nella prima parte dell’articolo viene presentato il meccanismo
di funzionamento dello strumento, nella seconda parte vengono descritti i modelli matematici alla base del sistema di calcolo,
nella terza si descrive I’implementazione delle tecniche in Matlab e le relative validazioni. Nell’ultima parte, vengono trattati
gli approcci numerici per la stima delle principali misure di rischio legate al prodotto EAKO, unitamente ai test di affidabilita
dei risultati ottenuti.
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1 Descrizione della meccanica del prodotto strutturato EAKO e notazioni adottate

L’European-American Knock-Out, EAKO contract ¢ un’opzione di comprare (/vendere) una quantita di uno specifico asset (S)
alla data di scadenza (T) ad un concordato strike price (K) con due barriere. La prima (H) ¢ una knock-out barrier monitorata in
tempo continuo: se questo livello € superato in un qualsiasi momento durante la vita dell’opzione, questa cessa di esistere.
Tipicamente il suo livello di barriera ¢ posizionato out-of-the-money. La seconda barriera (X) € una digital knock-in a scadenza,
tendenzialmente posizionata in-the-money [6].

Tale derivato presenta contemporaneamente le caratteristiche di una gap option e di una standard barrier option e si puo pertanto
considerare come un prodotto strutturato ibrido. La letteratura scientifica permette di valorizzare singolarmente le due opzioni
esotiche tramite I’impiego di formule analitiche esatte proposte da Reiner-Rubinstein [19] [20], ma, al fine di valorizzare I’intera
struttura dell’EAKO, avendo caratteristiche ibride, diviene necessario ricorrere ad un metodo numerico di valutazione [7].
Questo studio propone come metodo di risoluzione I’impiego del Conditional Monte Carlo e dell’albero stocastico binomiale di
Cox-Ross-Rubinstein. All’interno del presente studio, oltre a quelle gia introdotte, verranno usate le seguenti notazioni comuni
a tutto il framework di pricing sviluppato: ¢ volatilita annualizzata del sottostante, r tasso risk free domestico, b cost-of-carry,
N step di discretizzazione e g(+) ¢ la funzione matematica che descrive il pay-off.

2 Gli algoritmi di determinazione del fair value

In questo paragrafo vengono sinteticamente descritte le metodologie numeriche di pricing adottate per la valorizzazione del
prodotto strutturato.

2.1 Albero stocastico binomiale di Cox-Ross-Rubinstein

In questa sezione si descrive il metodo binomiale che rappresenta uno tra gli algoritmi maggiormente utilizzati per valutare le
opzioni caratterizzate da pay-off non standard. La prima formulazione del metodo binomiale risale al 1979 ad opera di John C.
Cox, Stephen A. Ross ¢ Mark E. Rubinstein [2]. Essi dimostrarono come costruire un albero binomiale che discretizzasse ed
approssimasse il moto geometrico browniano, in modo tale che, qualora si considerasse un elevato numero di intervalli
temporali, I’utilizzo del metodo binomiale per valutare le opzioni di tipo europeo fosse equivalente all’utilizzo della formula di
Black-Scholes-Merton definita nel continuo [12]. L’aspetto piu interessante, pero, consiste nel fatto che il modello binomiale
permette di valutare le opzioni americane e molte opzioni esotiche, per le quali spesso non esiste alcuna formula esatta di pricing.
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Le formule analitiche di Black-Scholes-Merton risultano, infatti, quasi sempre inidonee a fornire un fair value per le opzioni
aventi caratteristiche non standard, come la possibilita di esercitarle prima della scadenza (opzioni Bermuda/americane) o aventi
pay-off particolarmente complessi (opzioni esotiche) [14]. In tutti questi casi, dunque, si presenta la necessita di impiegare una
metodologia numerica per la valutazione del derivato.

La tecnica prevede essenzialmente di suddividere il tempo intercorrente tra la data di valutazione dell’opzione (oggi) e la sua
data di scadenza in molti intervalli temporali, assumendo che nel tempo intercorrente ciascun intervallo ci possano essere due
possibili cambiamenti nel valore del sottostante su cui il derivato ¢ scritto.

A titolo esemplificativo si supporra che il sottostante sia un’azione ma, come si vedra alla fine, tale metodologia di valutazione
potra essere estesa in forma generalizzata a numerose tipologie di sottostante (GBS — Generalized Black-Scholes pricing
framework) [14].

11 valore dell’azione in un albero binomiale, decorso un intervallo temporale At, puo aumentare di un ammontare fisso u con
una probabilita pari a p o pud diminuire di un ammontare fisso d con una probabilita pari a 1 — p. N corrisponde al numero
degli intervalli temporali in cui ¢ suddiviso il tempo intercorrente tra la data di valutazione dell’opzione e la sua data di scadenza.
Al fine di identificare univocamente ogni nodo dell’albero binomiale, si definisce con I’indice j I’intervallo temporale di
riferimento e con I’indice i il possibile valore assunto dallo strumento finanziario muovendosi da un nodo ad un altro. Il primo
nodo nell’albero si identifica con i valori (j = 0, i = 0). Se il prezzo dell’asset sale dell’ammontare u (tale per cui S -u > S),
il secondo nodo si identifichera con i valori (j = 1, i = 1). Se, invece, il prezzo dell’asset scende dell’ammontare d (tale per
cui § - d < S), la posizione sull’albero verra identificata con i valori (j = 1, i = 0).

Quanto detto ¢ illustrato in Figura 1, nella quale si raffigura, a titolo di esempio, un albero binomiale con cinque intervalli
temporali.
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Figura 1. Albero stocastico con arborescenza N = 5
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iG-i”
sottostante si applica il pay-off g(-) nei nodi terminali, unitamente al check di superamento del livello della barriera knock-in
(X) e, procedendo a ritroso, si effettua la ricombinazione dell’albero sino a giungere al nodo di partenza (j = 0, i = 0), nel quale
si determina il prezzo del derivato.

Nelle opzioni path-dependent, come nel caso del’EAKO, essendo dotata di una barriera knock-out continua nel tempo di vita
dell’opzione ¢ necessario, in questa ultima fase di back-wardation, monitorare I’eventuale superamento del livello di tale barriera
(H) [15].

Al fine di ottenere un matching con la dinamica stocastica ipotizzata dal framework di Black-Scholes, Cox, Ross e Rubinstein
proposero di scegliere i parametri u ¢ d in modo che, per ciascun intervallo temporale discreto At, i valori ipotizzati futuri
dell’asset fossero coerenti con la media e la varianza teorica del modello continuo [3]. A tal fine, Cox, Ross e Rubinstein
impostarono i parametri u ¢ d come segue: U = exp(m/A_t) ed=1/u= exp(—a\/A_t), dove At =T/N ¢ la lunghezza di
ciascun intervallo temporale (ossia dell’intervallo di tempo tra un movimento di prezzo), T ¢ il tempo a scadenza dell’opzione
espresso in anni, ¢ ¢ la volatilita annualizzata del prezzo dell’azione e N ¢ il numero degli intervalli temporali.

Sotto tali ipotesi la probabilita che il prezzo dell’azione aumenti tra un istante e 1’istante successivo ¢ definita probabilita risk-
neutral ed il suo valore € pari a: p = (exp(bAt) — d)/(u — d), dove b ¢ il parametro noto come cost-of-carry.

In funzione del valore assunto da tale parametro, si perviene ad un framework di pricing che puo essere adoperato per un gran
numero di underlying su cui I’opzione call o put puo essere scritta.

Il numero dei percorsi che portano ad un generico nodo (j, i) € pari a: A partire da questo schema di discretizzazione del
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In particolare [14]:

- se b = r la definizione ¢ adatta ad essere impiegata per il pricing di opzioni scritte su azioni che non pagano dividendo;

- se b = r — q la definizione ¢ adatta ad essere impiegata per il pricing di opzioni scritte su azioni o indici con un continuous
dividend yield g;

- se b = 0 la definizione ¢ adatta ad essere impiegata per il pricing di opzioni su futures;

-se b = r — g la definizione ¢ adatta ad essere impiegata per il pricing di opzioni su valute.

2.2 Il metodo Monte Carlo

Tale metodologia stocastica di pricing, originariamente introdotta da Boyle nel 1977 [1], puo essere utilizzata per valutare la
maggior parte delle opzioni, ma soprattutto, grazie alla sua flessibilita, ¢ particolarmente utile per effettuare il pricing di derivati

fortemente esotici o prodotti strutturati. Poiché il valore di un derivato ¢ strettamente legato all’andamento del prezzo dell’

attivita finanziaria sottostante S(t) nel periodo di tempo compreso tra la stipula del contratto e la scadenza t € [0, T], si rende
necessario descrivere matematicamente una dinamica che rappresenti le possibili traiettorie future assumibili dall’asset sul quale
I’opzione ¢ scritta. Al riguardo, il metodo Monte Carlo pud essere utilizzato per simulare un’ampia gamma di processi stocastici.
Il processo stocastico comunemente adottato e consistente con il framework di pricing di Black-Scholes ¢ detto moto geometrico
browniano e viene rappresentato dalla nota equazione differenziale stocastica (SDE, Stochastic Differential Equation) seguente:
ds(t) = uS(t)dt + aS(t)dW;, dove:

- u ¢ il ritorno atteso annualizzato guadagnato da un investitore nel periodo di tempo dt e, in un contesto risk-neutral, ¢ posto
pari al risk-free rate r;

- 0 ¢ la volatilita annualizzata dell’asset;

- dW; ¢ un processo di Wiener.

Un processo di Wiener € un particolare tipo di processo stocastico di Markov, utilizzato per modellizzare il moto browniano di
diversi fenomeni casuali. Formalmente, una variabile z(t) segue un processo di Wiener se rispetta le seguenti due proprieta
[16]:

- Proprieta 1. La variazione Az che intercorre in un piccolo intervallo di tempo At ¢ pari a: Az = ev/At, dove € & un’estrazione
da una distribuzione normale standardizzata, ossia con media pari a zero e varianza unitaria NID(0,1).

- Proprieta 2. I valori di Az corrispondenti a due diversi intervalli di tempo At sono indipendenti.

Dalla prima proprieta deriva che la variazione Az segue una distribuzione normale con:

- media di Az pari a 0;

- deviazione standard di Az pari a VAt;

La seconda proprieta implica che la variabile z segua un processo di Markov.

La SDE che identifica il moto geometrico browniano pud essere integrata mediante lo schema numerico di Eulero-Maruyama e
quindi implementata in un software di elaborazione numerica come segue [17]:

ds(t) = uS(t)dt + aS(t)dW, — AS = uSAt + 6SAW — S, = S,_; + uS,_1At + 0S,_,eVAt (1)

L’analisi stocastica permette di formulare un’espressione analitica per la simulazione di S(t = T). Questo risultato lo si
considera di estrema importanza pratica, poiché consente di effettuare simulazioni dirette dell’asset ad un generico tempo futuro

t =T, senza la necessita di conoscere i valori assunti dallo stesso nei tempi precedenti S(t < T). Partendo dall'ipotesi che la

variabile segua un processo stocastico del tipo: dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dW,, ne consegue, per il lemma di Ito, che debba
esistere una funzione G (S (t)) che segua la dinamica [15]:

aG(S,t) aG(S,t) lazG(S,t)
as S+ ot 2 052

BG(S t)

dG(S,t) = dt + Z59 55aw, (2)
( 5?)

2 2
Ponendo G = In(S): dG = (,u - 07) dt + odW,, dln(S(t)) = (u - 07) dt + odW,, integrando nel tempo 1’espressione si

ottiene:
f dIn(S(®)) = f <u - —) dt + f adW, = In <§g§) <y - %)T + adWy -

S(T) = S(0) exp [(y - 7) T+ adWT] 3)

Quest’ultima espressione pud essere agevolmente implementata in modo vettorializzato in un software di elaborazione
numerica, come, ad esempio, Matlab.

S(T) = 5(0) exp (1 — "72) T+ adWy| > S(T) = S(0) exp [(u - ";) T+ ceVAT| (4)
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La formula permette di simulare, in modo coerente al BS framework, il valore dell’asset sottostante ad un’opzione in un qualsiasi
momento temporale ed in un modo efficiente in termini di tempo-computer. Tale metodologia di modellizzazione permette una
flessibilita massima nella definizione del pay-off g(-) anche in presenza di derivati esotici. Per contro diventa di fondamentale
importanza, essendo un metodo stocastico, controllare opportunamente 1’errore numerico di simulazione ricorrendo anche a
tecniche specifiche di riduzione della varianza (antithetic variates, control variates, stratified sampling, latin hypercube
sampling, moment matching ed importance sampling) [10].

2.3 Affrontare il problema del monitoraggio continuo della barriera

Affrontare la valorizzazione di una standard barrier option con la tecnica Monte Carlo, risulta complicato, in quanto il problema

del monitoraggio continuo della barriera ¢ difficilmente riproducibile con tale metodologia numerica: infatti bisognerebbe

verificare il superamento di H per At — 0, condizione teorica limite [11].

Tale limitazione conduce ad un prezzo del derivato non sempre allineato con quello ricavato dalla formula chiusa di Reiner-

Rubinstein, soprattutto se il valore iniziale del sottostante S ¢ vicino alla barriera H.

I ricercatori El Babsiri e Noel, nell’articolo “Simulating path-dependent options: a new approach”, pubblicato nel 1998 sul

Journal of Derivatives [5], proposero una metodologia innovativa per il pricing di opzioni barriera standard, nel caso in cui non

prevedessero il rebate (come nel caso del’EAKO). L’idea di base dello studio ¢ quella di poter generare il valore minimo e

massimo assunto dal sottostante azionario che segue la classica dinamica di un moto geometrico browniano, senza la necessita

di integrare numericamente 1’equazione differenziale stocastica. Infatti, per calcolare il pay-off di questa classe di derivati, ¢

sufficiente conoscere S(T), il min(S(t)) e il max(S(t)) con t € [0,T], essendo S(0) noto. Al fine di ricondursi ad una

distribuzione probabilistica, computazionalmente pit idonea ad essere elaborata in un ambiente di programmazione, i ricercatori

El Babsiri e Noel proposero di focalizzarsi sul processo seguito dal logaritmo del rapporto tra S(T) e S(0), definendo tale
S(T)

s(o))

Essendo la distribuzione di tale quantita nota, in quanto vige 1’ipotesi di un andamento normale N (rT, oNT ), risulta possibile

dimostrare che:

quantita: x = ln(

Prob {mm In (jgo;) y|In (%) _ x} — exp [zy(x y)] 5)

Pertanto, per simulare il minimo valore assunto da x nell’intervallo t € [0, T], ¢ sufficiente generare una variabile casuale
uniformemente distribuita u € U[0,1] e porla uguale all’espressione precedente, ossia:

u = exp [Zy(x y)] (6)

x—/x%2-202T In(u)

Risolvendo I’equazione precedente rispetto a y e considerando y < x, si ottiene: y = .

La trasformazione introdotta consente di ottenere un’espressione della distribuzione di probabilita del minimo di x.
Per la determinazione della distribuzione di probabilita del massimo di x ¢ sufficiente calcolare la probabilita complementare,
ovvero:

Prob {maxln( ()) <y|ln (@) = x} =1-—ex [Zy(x y)] (7

5(0) 5(0)

Analogamente a prima, per simulare il massimo valore assunto da x nell’intervallo t € [0, T] si pone tale probabilita uguale a
u € U[0,1], ossia:

w=1-exp [2“’“ ”] (8)

x—y/x2-202T In(1-u)

2

Da cui, risolvendo rispetto ad y e considerando y < x, si ottiene: y =

Il problema del monitoraggio su base continua della barriera ¢ presente per sua natura in ogni schema numerico di
discretizzazione e quindi anche nell’albero stocastico binomiale di Cox-Ross-Rubinstein [14]. In tal caso, al fine di prezzare
un’opzione con barriera continua, si impiega il Brownian Bridge method. Questo consiste nell’implementare un approccio
probabilistico, che consente di stimare le probabilita di superare la barriera durante la vita dell’opzione. La probabilita che ’asset
sottostante all’opzione abbia colpito la barriera, quando esso raggiunge un nodo dell’ultimo strato dell’albero binomiale, ¢ pari
alla probabilita di raggiungere tale nodo terminale moltiplicata per la probabilita di aver superato la condizione di knock-out nel
raggiungerlo.
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La probabilita di raggiungere un nodo terminale dell’albero ¢ data da:

N!
iII(N=D)!

p'(1=pHV" (9)

E la probabilita di colpire la barriera dal basso ¢:

pH(i,n) = {&P {ﬁzmhn (%) In (SuiZN_i)B, SuldV-i < H (10)
1 , SultdVt > H

La probabilita di avere un evento di knock-out durante 1’intera vita dell’opzione per un dato nodo ¢ pari a:

pH = 3N 2 _pi(1 —p)VipH (i, N) (11)

=0 ;1 (v—i)!

Nel caso in cui la barriera sia inizialmente piu bassa rispetto al valore spot dell’underlying (down-and-out option) occorre
sostituire la probabilita di superare il livello della barriera con:

pH (i, n) = {P {az_—zvzu |1“ (%) In (SuiZN_i)”, SuldV=i > H (12)
1 , SutdV-' < H

Utilizzare D’espediente probabilistico del Brownian Bridge porta a stimare in modo molto accurato, in termini di
approssimazione numerica, il fair value di opzioni che prevedono il monitoraggio continuo della barriera.

Nel caso specifico del’EAKO, essendo caratterizzato oltre che da H anche da una barriera knock-in a scadenza X, implementare
I’albero binomiale CRR con Brownian Bridge potrebbe non costituire una soluzione ottimale, come dimostrato in [7].

Infatti, I’implementazione del modello lattice binomiale con un numero di step intorno ai 170 porterebbe a considerare nella
formazione del prezzo teorico correttamente il valore della prima barriera H, ma tale livello di discretizzazione porterebbe
probabilmente ad un valore troppo approssimato nella quantificazione del pay-off della seconda barriera a scadenza, X.

Questo fenomeno si verifica in quanto, al fine di tenere conto delle probabilita del Brownian Bridge, ¢ necessario calcolare il
valore di N!, che per N =170 ¢ pari a 7.26 - 103%6, risultandone un task particolarmente oneroso dal punto di vista
computazionale e deducendone che non si puo intensificare gli step di discretizzazione a piacere.

Nei successivi calcoli si €, pertanto, impiegato la versione del Monte Carlo di El Babsiri e Noel e I’approccio reticolare binomiale
tradizionale di Cox-Ross-Rubinstein.

3 Implementazione degli algoritmi di pricing e relativa validazione

E stato progettato un codice in ambiente di programmazione Matlab che utilizza il modello CRR per effettuare il pricing del
prodotto strutturato. Si riportano di seguito le variabili di input impiegate nella scrittura del codice dell’albero stocastico: asset
price (S); strike price (K); knock-out barrier (H); digital barrier (X); time to maturity (T); risk-free rate (r); cost of carry (b);
standard deviation (¢); number of time steps (N); option type (call or put); barrier type (down-and-out or up-and-out); option
style (European or American).

3.1 Convergenza del modello binomiale con il modello di pricing di una gap option

Al fine di validare il modello di pricing appena descritto si effettua il seguente test di convergenza. Si assegna come input un
valore di knock-out barrier (H) molto piccolo e si verifica se il risultato cosi ottenuto converge o meno con il valore del fair
value di una gap option. Infatti, nel caso in cui lo strumento presentasse un valore di barrier molto basso (si immagini un valore
tendente a zero), I’opzione oggetto di valutazione non si distinguerebbe da una digital gap option e, in tal caso, il suo fair value

sarebbe calcolabile attraverso la formula chiusa di pricing di Reiner e Rubinstein [20]:

Ceap = Sexp[(b —1T)TIN(dy) — K exp(—=rT)N(d;) (13)
Pgap = K exp(=rT)N(—d,) — Sexp[(b — r)TIN(—d,) (14)

(34 (b+?/2)T
Dove:d1=(x++;/))edz=dl—m/7

Si riportano in Tabella 1 i risultati del test effettuato.
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Tipo opzione Call Call | Call Call Call | Call Call Call | Call | Put | Put | Put | Put | Put Put Put Put Put
Tipo di esercizio e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Asset price 100 100 | 100 100 100 | 100 100 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 100 100 100 100
Strike price 90 100 | 110 90 100 | 110 90 100 | 110 920 100 | 110 90 100 110 90 100 110
Digital barrier 95 95 95 100 100 | 100 105 105 | 105 95 95 95 100 | 100 100 105 105 105
Time to maturity 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
Risk-free rate 0,08 | 0,08 | 0,08 | 008 | 008 [ 0,08 ( 0,08 [ 0,08 0,08 008 | 008]|008]|008] 008/ 0,08 0,08 | 0,08 | 0,08
Cost of carry 0,04 | 0,04 | 0,04 | 004 [ 004 [ 0,04 [ 004 [ 0,04 [ 0,04 [ 0,04 [ 0,04 [ 0,04 [ 0,04 [ 0,04 [ 0,04 0,04 | 0,04 | 0,04
Volatility 025 | 025]025| 025 (025|025 025 [ 025 025(025(025 (025|025 (025 | 0,25 0,25 | 0,25 | 0,25
Rebate 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Number of time steps | 1000 [ 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 [ 1000 [ 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000
Digital Gap

(Closed Formula) 13,5675|7,5762|1,5849|12,7482(7,8494(2,9506(11,4419(7,5910(3,7400(2,0187(5,6353(9,2518(1,1994(5,9085[ 10,6176 (-0,1069 | 5,6500| 11,4070
Knock-out barrier 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07 | 1E-07
EAKO Pricing Model  [13,5588(7,5878|1,6168|12,7253(7,8477(2,9401|11,3955|7,57643,7573|2,0099|5,6468| 9,28371,1865 [ 5,9068| 10,5970 -0,1533| 5,6355| 11,4243
Model Gap 0,0088 10,0116]0,0319] 0,0229 [0,0017{0,0105| 0,0464 [0,0146(0,0173[0,0088(0,0116{0,0319(0,0129(0,0017| 0,0206 | 0,0464 |0,0146| 0,0173

Tabella 1. Test di convergenza con il modello di pricing di una digital gap option

Come si vede, nel caso di un valore di knock-out barrier molto piccolo (pari a H = 10~7), il modello di pricing restituisce un
fair value tendenzialmente in linea con i valori calcolati attraverso la formula chiusa di pricing di un opzione digital gap.

3.2 Convergenza del modello binomiale con il modello di pricing di una standard barrier option

Al fine di validare il modello di pricing si effettua un secondo test di convergenza. Questa volta si assegna come input un valore
molto piccolo di digital barrier (X) e si verifica se il risultato cosi ottenuto converge o meno al fair value di un’opzione barriera
standard. Per far questo si confronta il risultato ottenuto applicando il modello di pricing, oggetto di validazione, con il risultato

ottenuto attraverso le formule chiuse di Rubinstein [19], riportate di seguito:
A= ¢Se®TN(px,) — pKe TN (px, — paVT) (15)
B = ¢pSe® TN (¢px,) — pKe TN (px, — paVT) (16)

H

2(u+1) 2
C = ¢se® 7 (%) U Ny - pKeT (5" N(ny, — novT)

2(p+1) 2u
D = ¢Se®T (XY NGry,) — ¢Ke ™ (£)7 N(ny, — novT)

E=Re™T [N(nx2 —novT) — (E)ZMN(nyz - nm/T)] (19)

S

F=R [(g)m—/1 N(nz) + (g)ﬂ_/1 N(nz - 217/10\/7)] (20)

Dove:

2
" off)
o A+ WoVT =5

m(%) _ b-d?/2 I P
a—ﬁ+/10'\/7, u—Tel— u +§.

S
in(—
X, = UL\/’;) + (1 +woVT x,

“Down-and-Out” call (S > H)

Pay-Off: max(S — K,0) se S > H prima di T altrimenti R al superamento della barriera H.
Cpok>H) =A—C+Fconn=1¢=1021)

CDO(K<H) =B_D+FC01'1 T’ = 1,¢ = 1(22)

(17)

(18)

+ 1+ pwoVTy, = ()

oVT

+ (1 + woVT
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“Up-and-Out” call (S < H)
Pay-Off: max(S — K,0) se S < H prima T altrimenti R al superamento della barriera H.

CUO(K>H) = F con n= _1, ¢) =1 (23)
CUO(K<H) =A—B+C—-—D+F con n= —1,¢) = 1(24)

“Down-and-Out” put (S > H)
Pay-Off: max(K — S,0) se S > H prima di T altrimenti R al superamento della barriera H.

Ppo(k>H) =A—B+C—-D+Fcon n= 1,¢):_1(25)
Ppok<w) = Fecon n=1,¢ =—-1(26)

“Up-and-Out” put (S < H)
Pay-Off: max(K — S,0) se S < H prima di T altrimenti R al superamento della barriera H.

pUO(K>H):B—D+Fc0nr]:—1,¢—
Pvok<y)y =A—C+Fconn=-1,¢

Si riportano in Tabella 2 i risultati del test effettuato.

127
=—1(28)

Option type Call | call | call Call Call Call Call | Call Call Put Put Put Put Put Put Put Put Put
Exercise type e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Barrier type DO DO DO DO DO DO uo uo uo DO DO DO DO DO uo uo uo uo
Asset price 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100
Strike price 90 100 | 110 90 100 110 90 100 110 90 100 | 110 90 100 110 90 100 | 110
Knock-out barrier 95 95 95 100 100 100 105 | 105 105 95 95 95 100 100 100 105 | 105 | 105
Time to maturity 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
Risk-free rate 0,08 | 0,08 | 0,08 0,08 0,08 0,08 | 0,08 [ 0,08 0,08 0,08 | 0,08 [ 0,08 0,08 0,08 0,08 | 0,08 | 0,08 | 0,08
Cost of carry 0,04 | 004 | 0,04 | 004 | 004 | 004 | 0,04 | 004 | 004 | 0,04 | 0,04 | 0,04 [ 0,04 | 004 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04
Volatility 025 025|025| 025 | 025 | 025 |025|025| 025 025]|025|025] 025 025 025|025/ 025/ 025
Rebate 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Number of time steps | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 1000 1000 | 1000 | 1000 [ 1000 1000 | 1000 | 1000 [ 1000 1000 1000 | 1000 [ 1000 | 1000
Rubinstein

(Formula Chiusa) 9,0246(6,79244,8759| 3,0000 | 3,0000 | 3,0000 (2,6789(2,3580| 2,3453 | 2,2798 |2,2947(2,6252 3,0000 | 3,0000 | 3,0000 |3,7760(5,4932(7,5187
Digital barrier 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06 | 1E-06
EAKO Pricing Model  [9,0260|6,7936|4,8765| 2,9999 | 2,9999 | 2,9999 |2,6802|2,3584| 2,3449 | 2,2796 |2,2948|2,6253| 2,9999 | 2,9999 | 2,9999 |3,7760|5,4935|7,5193
Model Gap 0,0014|0,0012]0,0007-0,0001 |-0,0001|-0,0001|0,0013|0,0004 |-0,0004 |-0,0003 0,0000| 0,0001 | -0,0001 | -0,0001 | -0,0001 | 0,0000| 0,0002 | 0,0006

Tabella 2. Test di convergenza con il modello di pricing di una standard barrier option

Come si pud osservare anche in questo caso, per un valore di input di digital barrier molto piccolo (paria X = 107°), il modello
di pricing restituisce un fair value tendenzialmente in linea con i valori calcolati attraverso la formula chiusa di pricing di
un’opzione standard barrier.

3.3 Esempio di mercato (motore di pricing: CRR Tree)

Si intende valorizzare un’opzione EAKO scritta sullo S&P500 Index caratterizzata dai seguenti dati di mercato e caratteristiche

finanziarie:

Prezzo iniziale del sottostante S = 2.683,34;
Prezzo d’esercizio dell’opzione K = 2.680,00;
Barriera digitale X = 2.700,00;
Knock-Out barrier H = 2.600,00;
Durata del contratto espresso in frazioni d’anno T = 0.5;

Tasso privo di rischio r = 1.773%);

Dividendo continuo dell’asset ¢ = 1.249%;
Volatilita del sottostante o = 11.695%;

Richiamando la funzione implementata in ambiente Matlab, si ottiene il prezzo di 63.12.
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11 fair value dello strumento strutturato ¢ inferiore a quello dell’equivalente opzione digital gap (ovvero con H = 0 ), in quanto
la presenza di una knock-out barrier costituisce un elemento penalizzante per il detentore dell’opzione. Il prezzo dell’opzione
aumenta al diminuire del valore di knock-out barrier o nell’eventuale presenza teorica di un rebate.

3.4 1l Implementazione del metodo Monte Carlo e relativa convergenza

E stato progettato, in ambiente di programmazione Matlab, un codice per il pricing dello strumento strutturato attraverso la
metodologia di simulazione numerica Monte Carlo nella versione conditional [11] [16]. Analogamente al caso del pricing di
opzioni barriera standard, 1’utilizzo di tale metodologia di calcolo del fair value ¢ utilizzabile per la prezzatura di opzioni con
esercizio di tipo europeo ¢ che non prevedano rebate. Si riportano di seguito le variabili di input: asset price (S); strike price
(K); knock-out barrier (H); digital barrier (X); time to maturity (T); risk-free rate (r); continuous dividend yield (q); standard
deviation (o); number of simulation (N); option type (call or put); barrier type (down-and-out or up-and-out). La verifica della
corretta implementazione ¢ stata condotta sull’esempio di mercato riportato nel paragrafo 3.3: richiamando la funzione di pricing
di Matlab ed eseguendo 1.000 replicazioni da 1.000.000 di simulazioni ciascuna. In Figura 2 ¢ possibile visualizzare la
distribuzione di frequenza dei risultati ottenuti attraverso le simulazioni condotte. In particolare quella di colore rosso si riferisce
alle simulazioni svolte senza 1’implementazione di metodologie di riduzione della varianza (media: 63.0754 e deviazione
standard: 0.1276), mentre quelle di colore blu implementano una metodologia di riduzione della varianza. La deviazione
standard ¢ nel caso dello Stratified Sampling pari a 0.0797, mentre nel caso dell’Importance Sampling pari a 0.0769. Ovviamente
il valore atteso non subisce distorsioni ed ¢ pari a 63.0791 nel primo caso e 63.0774 nel secondo.

Stratified Sampling Importance Sampling
1401 180

120

100
100
5 80 &
= [
[+F] [k}
= =3
o o
L o
w 60 [T
50
40
20
0 0
62.6 62.8 63 63.2 63.4 63.6 62.6 62.8 63 63.2 63.4 63.6
EAKO Option Price [USD] EAKO Option Price [USD]

Figura 2. Distribuzione di frequenza del prezzo dell’ EAKO calcolato su mille replicazioni da un milione di simulazioni ciascuna

Si osserva come il fair value cosi ottenuto converga al valore precedentemente calcolato attraverso il codice che utilizza il
metodo di pricing binomiale.

4 Implementazione degli algoritmi di stima del rischio e relativa validazione

In questo paragrafo si presentano le quantita idonee a misurare la sensitivita del prezzo dell’opzione rispetto ai parametri
significativi di pricing. Tali quantita sono denominate nel gergo finanziario “greche” (greeks) e forniscono una misura del rischio
a cui si espone chiunque assuma una posizione in opzioni [15].

Normalmente le greche sono utilizzate dal trader al fine di verificare che tutti i rischi nella gestione di un portafoglio rientrino
in un determinato limite di accettabilita.

Se in ambito finanziario le greche sono alla base dei processi di misurazione e gestione del rischio, in ambito corporate esse si
rivelano altresi utili nel fornire un ausilio al redattore del bilancio, ai fini della verifica in termini quantitativi della relazione di
copertura [8].
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Le principali greche trattate in questa sede sono:

- Delta, che misura la sensitivita del prezzo dell’opzione rispetto ad un piccolo cambiamento nel livello di prezzo del sottostante,
ossia:

Change in value of Option

(29)

- Change in value of underlying asset

- Gamma, che misura la sensitivita del Delta dell’opzione rispetto ad un piccolo cambiamento nel livello di prezzo del
sottostante, ossia:

Change in Delta

r= (30)

- Change in value of underlying asset

- Theta, che misura la sensitivita del prezzo dell’opzione rispetto al tempo che passa (ovvero quantifica il decadimento temporale
nel valore dell’opzione), ossia:

__ Change invalue of Option
Change in time

0 31)

- Vega, che misura la sensitivita del prezzo dell’opzione rispetto ad un piccolo cambiamento nella volatilita del sottostante,
ossia:

__ Change invalue of Option
Change in volatility

9 (32)

4.1 Stima della sensitivita in un albero binomiale CRR

Si riporta di seguito la metodologia di calcolo delle greche piu importanti a partire dall’albero binomiale [14]. Si impiegano le
medesime convenzioni di indicizzazione sintetizzate nella Figura 1.

11 Delta, ossia il cambiamento nel prezzo dell’opzione per una variazione unitaria del prezzo dell’asset sottostante, ¢ dato da:

_ fi1—f10
A= Su-Sd (33)

Dove: f;; ¢ il prezzo del derivato nel nodo (j, i) dell’albero binomiale.
Il Gamma, ossia il cambiamento nel prezzo dell’opzione per una variazione unitaria del delta, ¢ dato da:
f2,2;f2,1_f2,1—f§,0
= ”%(?M—_;i'zi‘i (34)
Dove: f;; ¢ il prezzo del derivato nel nodo (j, i) dell’albero binomiale.

Il Theta, definito come il cambiamento nel prezzo dell’opzione dovuto ceteris paribus al trascorrere di un giorno, ¢ dato da:

_ fa1—Jfoo
0= 2-At-365 35

Dove: f;; ¢ il prezzo del derivato nel nodo (j, i) dell’albero binomiale
At ¢ I’intervallo temporale discreto considerato

Le formule di calcolo sopradescritte del Delta, del Gamma e del Theta sono state scritte in ambiente Matlab nel codice di
programmazione dedicato al pricing. Nel listato, cosi come € stato progettato, si € ottenuta un’efficace incorporazione di tutte
queste sensitivita. Infatti, il calcolo delle greche viene svolto scorrendo solo una volta 1'albero binomiale. Per il calcolo di Vega
occorre necessariamente fare riferimento alla formula approssimata alle differenze finite (vedasi paragrafo 4.2) [4].

In tal caso, come si deduce dalla formula, si deve calcolare il valore dell’opzione richiamando due volte la routine di prezzatura
dell’albero binomiale, al fine di ottenere una stima accurata della sensitivita rispetto alla variazione della volatilita.
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4.2 Stima della sensitivita con il metodo Monte Carlo

Una volta ottenuta una precisa quantificazione della stima dell’errore sperimentale (legato al numero di simulazioni commesso
impiegando la metodologia stocastica del Monte Carlo [18] [9]), si congelano tipicamente i semi di generazione dei numeri
casuali e si applica su tale motore modificato di pricing le formule approssimate delle differenze finite. Di seguito si elencano
le formule di calcolo numeriche delle greche piu importanti [13].

La derivata parziale del primo ordine del prezzo dell’opzione rispetto ad una variazione del prezzo spot del sottostante, ovvero
il Delta, puo essere approssimata attraverso il metodo delle differenze finite come segue:

_ f(S+AS,..)—f(S-AS,...)

A 2AS

(36)

Dove: f(-) indica la chiamata alla funzione di valorizzazione e AS ¢ la variazione di prezzo del sottostante (bump size).

La derivata parziale del secondo ordine del prezzo dell’opzione, rispetto ad una variazione del prezzo spot del sottostante
(Gamma), puo essere approssimata attraverso il metodo delle differenze finite come segue:

_ f(S+AS,..)=2f(S,.)+f(S—AS,...)

r
As?

(37)

Dove: f(-) indica la chiamata alla funzione di valorizzazione e AS ¢ la variazione di prezzo del sottostante (bump size).

La derivata parziale del primo ordine del prezzo dell’opzione, rispetto ad una variazione del tempo a scadenza, puod essere
approssimata attraverso il metodo delle differenze finite come segue:

_ f(T,.)~f(T-AT,...)
0 = I (38)

Dove: f(-) indica la chiamata alla funzione di valorizzazione e AT ¢ la variazione del tempo a scadenza (bump size).

La derivata parziale del primo ordine del prezzo dell’opzione, rispetto ad una variazione della volatilita del sottostante, puo
essere approssimata attraverso il metodo delle differenze finite come segue:

_ f(o+Aa,..)-f(o—Ag,...

)
2Ac (39)

9

Dove: f(-) indica la chiamata alla funzione di valorizzazione e Ao ¢ la variazione considerata per la volatilita (bump size).
4.3 Validazione del codice per le misure del rischio

In analogia al procedimento gia effettuato per il calcolo del fair value, al fine di validare il codice scritto, verra dimostrata la
convergenza dei risultati ottenuti facendo tendere il modello oggetto di valutazione ai casi limite di una digital gap option e di
una standard barrier option.

Per entrambe le tipologie di opzioni, si confronteranno i valori delle greche, ottenuti dall’applicazione del metodo binomiale
(par. 4.1), con i risultati provenienti dal metodo delle differenze finite (par. 4.2).

Infine, si utilizzera il codice cosi validato per effettuare il calcolo delle greche nel caso di un EAKO non degenere, ovvero aventi
entrambi i livelli di prezzo delle barriere (X e H) diversi da zero e, pertanto, attive.

Per validare il codice di calcolo si effettua il seguente test di convergenza sui valori delle greche di una digital gap option
(pricing opzione del par. 3.1 avente H — 0). Si assegna come input un valore di knock out barrier molto piccolo (H = 1077) e
si verifica se i valori delle greche, stimati attraverso il modello binomiale, siano confrontabili a quelle stimate attraverso
I’utilizzo del modello alle differenze finite. Infatti, nel caso in cui lo strumento presentasse un valore di barriera molto basso (si
immagini un valore tendente a zero), 1’opzione oggetto di valutazione non si distinguerebbe da una digital gap option.

Greek Delta Gamma Theta Vega
Numerical Method 0,5317 0,0018 -93,8265 752,3649
CRR Tree Method EAKO 0,5316 0,0018 -94,0229 746,2334 (*)

(*) Il valore di Vega é stato calcolato utilizzando il metodo alle differenze finite applicato al
modello binomiale di pricing con bump parameter paria 0,01.

Tabella 3. Verifica della convergenza dei valori delle greche di una digital gap call option
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Come ¢ possibile evincere dalla Tabella 3, entrambi i metodi conducono agli stessi risultati, a meno di un errore piu che
ragionevole.

Per validare il codice di calcolo, si effettua un ulteriore test di convergenza sui valori delle greche di una standard barrier option
(pricing opzione del par. 3.2 avente X — 0). Si assegna come input un valore di digital barrier molto piccolo (X = 107%) e si
verifica se i valori delle greche, calcolati attraverso il modello binomiale, siano confrontabili con quelli stimati attraverso
I’utilizzo del modello alle differenze finite. Infatti, nel caso in cui lo strumento presentasse un valore di barriera digitale molto
basso (si immagini un valore tendente a zero), 1’opzione oggetto di valutazione non si distinguerebbe da una standard barrier
option.

Greek Delta Gamma Theta Vega
Numerical Method 0,764 0,00025935 -24,4355 170,4538
CRR Tree Method EAKO 0,764 0,00030106 -24,4464 171,9278 (*)

(*) ll valore di Vega é stato calcolato utilizzando il metodo alle differenze finite applicato al
modello binomiale di pricing con bump parameter pari a 0,01.

Tabella 4. Verifica della convergenza dei valori delle greche di una standard barrier call option
4.4 Esempio di mercato

Si intende stimare le greche dell’opzione EAKO sullo S&P500 Index utilizzata nel par. 3.3. Si riportano di seguito i valori delle
misure di rischio stimate utilizzando le routine appena validate nel par. 4.3.

Agako = 0.7634, Tgako = 3.0106 - 107%, Opaxo = —24.6138, 9p4x0 = 176.2209

Dal valore di Delta ¢ possibile constatare il grado di moneyness dell’opzione. In tal caso, lo strumento ¢ in-the-money: infatti,
nel caso in cui il prezzo spot del sottostante aumentasse (o diminuisse) di 1 dollaro, il prezzo dell’opzione aumenterebbe (o
diminuirebbe) di 76,34 centesimi di dollaro. Dal confronto con i valori di delta calcolati per I’opzione digitale e per 1’opzione
barriera standard degli esempi precedenti, si noti come, ceteris paribus: in un caso 1’introduzione di una knock-out barrier
aumenti la sensibilita dell’opzione ad un cambiamento del valore del sottostante (Agaxo < ApigiTar cap), mentre nell’altro
I’introduzione di una digital barrier incida soltanto minimamente sul grado di moneyness dell’opzione (Agyxo =
AsranDARD BARRIER)-

Dal Theta ¢ possibile calcolare il decadimento temporale nel valore dello strumento, che nell’esempio risulta essere pari a
—24,61387365 = —0,07 USD/day. Dal confronto con il valore di theta calcolato per 1’opzione digitale e per 1’opzione barriera
standard degli esempi precedenti, si evince che la velocita di decadimento temporale del fair value dello strumento strutturato ¢
circa uguale a quella dell’opzione standard barrier (Og k0 = Osranparp BarrIER)- D2 €10 si puod concludere che I’introduzione
di una barriera digitale non incida, se non minimamente, sul decadimento dello strumento derivato.

Dal valore di Vega si ricava che, qualora la volatilita del sottostante aumentasse di un punto percentuale (ossiada ¢ = 11.695%
aog = 12.695%), il valore dell’opzione aumenterebbe di circa 1,76 dollari. Si noti che I’introduzione della digital barrier incide
molto poco sulla sensibilita del fair value dell’opzione alla variazione della volatilita implicita del sottostante, in quanto 9gsx0 =
Os1aNDARD BARRIER- Viceversa, I’introduzione di una knock-out barrier, riduce la sensibilita del fair value dell’opzione ad una
variazione della volatilita implicita del sottostante.

5 Conclusioni

Lo studio ha dimostrato come la metodologia deterministica delle catene di Markov e quella stocastica del metodo Monte Carlo
possano essere implementate con successo in un sistema automatizzato di pricing e di gestione del rischio dedicato ai prodotti
strutturati di tipo EAKO (European-American Knock-Out option). Dopo aver delineato i principi teorici connessi ai modelli
matematici, si ¢ proceduto alla loro implementazione, usando come ambiente di sviluppo il software di elaborazione numerica
Matlab. Gli autori hanno proposto degli innovativi test di validazione finalizzati a comprendere la bonta dei risultati delle routine
di valorizzazione del prodotto strutturato, confrontando il pricing di casi degeneri dello strumento con le rispettive formule
chiuse di valutazione di Reiner-Rubinstein. Una volta validate le librerie di calcolo, si ¢ affrontato un caso reale di mercato,
unitamente alla stima numerica delle misure di sensitivita ai parametri di pricing (le greche del prodotto strutturato).

Mattia Fabbri e Pier Giuseppe Giribone
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